
普高數學4A

單元 4  三階行列式



在設計上，平行六面體是常被使用的素材
例如，圖是紐西蘭的一位建築師用一平行六面體造型
的網狀建築物來遮蔽消防設施

在第三冊中，我們介紹過二階行列式，並用它來表示
平行四邊形的面積
本單元將進一步介紹三階行
列式的展開式與性質，並用
它來表示平行六面體的體積

課本頁次：64

4 三階行列式



課本頁次：64

甲﹑平行六面體的體積

內積的定義

設 為空間中三個向量, ,a b c

將這三個向量平移，使它們有共同的始點
當這三個向量的三個終點與共同的始點在
同一個平面上時，稱此三個向量共平面

反之，當這三個終點與共同的始點不在同一個平面上時
稱此三個向量不共平面，此時這三個向量可以決定一個
平行六面體(有六個面，每面都是平行四邊形)，如圖所示

平行六面體的體積等於任何一個面的
面積(稱為底面積)乘以此面與對面的距離(稱為高)，即

平行六面體的體積等於底面積與高的乘積



課本頁次：64

甲﹑平行六面體的體積

底下我們利用向量的外積與內積，求平行六面體的體積

S b c 

設三個不共平面的向量 所決定的平行六面體之體積, ,a b c

為V，由 與 所決定的底面積為S，對應的高為hb c

(1) 底面積S：

由向量外積的幾何性質，得知

(2) 高h：

設 與 的夾角為 ，如圖所示a b c 

因為 與 都垂直，所以平行六面體的高為b c ,b c

cosh a 



課本頁次：65

甲﹑平行六面體的體積

cosV Sh b c a   

(3) 體積V：

也就是說，體積V等於向量 與 的內積之絕對值a b c

 cosa b c a b c    

底下我們利用向量的外積與內積，求平行六面體的體積

設三個不共平面的向量 所決定的平行六面體之體積, ,a b c

為V，由 與 所決定的底面積為S，對應的高為hb c



課本頁次：65

三個向量決定的平行六面體之體積

在空間中，由不共平面的三個向量 所決定的, ,a b c
平行六面體之體積為

 a b c 

同理，上述的體積公式也可為 或 b c a   c a b 



課本頁次：65

解：

1. 求向量 所決定的

平行六面體之體積

(2,2,1), (2, 1,1), (1,3,1)a b c   



解：

課本頁次：66

已知向量 所決定的

平行六面體之體積為 6，求實數 k 的值

因為

(1, 2, 1) (2 , 3,2 2)k k     

1 (2 ) 2 ( 3) ( 1) (2 2)k k         

3 6k  

所以 3 6 6k   即 3 6 6k   

解得 0 4k  或

2 1 1 2 2 2
( ) (1,2, 1) , ,

1 1 1 1
a b c

k k

 
     

  

(1,2, 1), (2,2,1), ( 1, ,1)a b c k    



課本頁次：66

乙﹑三階行列式

我們推廣二階行列式，將符號 稱三階行列式
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a

b b b

c c c

其所代表的值為

1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1a b c a b c a b c a b c a b c a b c    

三階行列式的展開式

1 2 3

1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1

1 2 3

a a a

b b b a b c a b c a b c a b c a b c a b c

c c c

     



課本頁次：66

乙﹑三階行列式

關孝和
(日本，1642 ∼ 1708)

被認為是最早使用行列式的形式來解
線性方程組的數學家之一
郵票背景的線就是在展示行列式的算法

三階行列式的展開式可借助下圖來幫助記憶

即三階行列式的值為

「(每條藍線上的三數乘積之和) – (每條紅線上的三數乘積之和)」



課本頁次：67

解：

2. 求下列三階行列式的值

(1)                   。 (2) 。

1 8 7

2 9 6

3 4 5

1 2 3

0 4 5

0 0 6



課本頁次：67

解：

求下列三階行列式的值

(1)                   。 (2) 。

1 2 2

1 3 1

2 0 5

1 2 0

3 4 5

6 0 7

1 2 2

(1) 1 3 1 1 3 5+2 1 2 2 0 1

2 0 5

       

1 0 1 2 1 5 2 3 2        

15+4+0 0 10 12   

3 



課本頁次：67

1 2 0

(2) 3 4 5 1 4 7+2 5 6 0 0 3

6 0 7

       

0 4 6 2 3 7 1 0 5        

28+60+0 0 42 0   

46

解：

求下列三階行列式的值

(1)                   。 (2) 。

1 2 2

1 3 1

2 0 5

1 2 0

3 4 5

6 0 7



課本頁次：68

三階行列式具有下列性質
(性質1～6也是二階行列式所具有的性質)

1. 行列互換其值不變，即

2

2 2

3

3

3 3 3

1 1 1 1

1

1

2

2 3

2

a a

b a b c

a b c

b b

cc

a

c a b c





課本頁次：68

三階行列式具有下列性質
(性質1～6也是二階行列式所具有的性質)

2. 任意兩行(列)對調，其值變號。例如

3 3

3 3

3 3

2 21 1

1 1

1

2 2

2 2 1

a a

b b

a a

b b

cc

a

b

c cc

a

c

b   (第一、二兩行對調)

(第一、三兩列對調)

1 2 3

1 2 3

1

1 2 3 1 2 3

2 3

1 2 3

b

c c c

c

b b b b b

a

c c

a a

a a a

 



課本頁次：68

三階行列式具有下列性質
(性質1～6也是二階行列式所具有的性質)

3. 任一行(列)可以提出同一個數。例如

1 3 1 3

1 3 1 3

1 3

2 2

2 2

2 1 2 3

a a a a

b b b

ka a

kb k b b

c cc ck cc

 

1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 2 3 1

1 3

2 3

2

ka ka ka a

b b b b b b

c

a

c c c c

k

c

a

 



課本頁次：69

三階行列式具有下列性質
(性質1～6也是二階行列式所具有的性質)

4. 兩行(列)成比例，其值為0。例如

3

3

3

3

1

1

3

3

1 0

a

b

ka

kb

kcc c

a

b  (第二、三兩行成比例)

(第一、三兩列成比例)

3 3

3 3 3

2 2 2

3

0a b

a b

ka kb c

c

k

c 



課本頁次：69

三階行列式具有下列性質
(性質1～6也是二階行列式所具有的性質)

5. 將一行(列)的k倍加到另一行(列)，其值不變。例如

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2

3

3

3 3

ka

kb

a a a a a a

b b b b b b

c c c c c ckc









(第三行的k倍加到第二行)

(第一列的k倍加到第二列)

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

a a a a a a

b b b b b b

c c c c c

k ka ka

c

a  



課本頁次：69

三階行列式具有下列性質
(性質1～6也是二階行列式所具有的性質)

6. 可依某一行(列)將一個行列式拆成兩個行列式的和
例如

2 3 2 3 2 31 1

1 1

1

1 1

1 1

1

2 3 2 3 2 3

2 2 313 2 3 1

a a a a aa a

b b

c

a

b b b b b b

c c

d d

e e

f fc c c cc



  



1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2

1 2 3 1 21 2 3

3 1 2 3 1 2

3

3

a a a a a a a a

b b b b b

a

c c c

d d d d d d

c c c c c

b

c

    



課本頁次：70

解：

3. 求下列三階行列式的值

(1) 。(2) 。

22 3 4

33 4 5

55 6 7

29 4 9 29 4 9

37 97 83 38 97 83

53 3 7 53 3 7



 





課本頁次：70

解：

求下列三階行列式的值

(1)                        。(2) 。

45 35 5

5 28 0

16 0 4

123 456 789 123 456 789

101 102 103 101 102 103

5 7 9 5 7 9



  

4

16 0 4

45 35 5

5

9 1

(1) 5 28 0 5 0

4 1

7

28

0

  

9 1 1

5

1

74 5 4 0

4 0

   

140 (9 4 1 1 0 4 1 0 5         

1 4 4 1 5 1 9 0 0) 2100         
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(2) 利用性質6，得

123 456 789 123 456 789

101 102 103 101 102 103

5 7 9 5 7 9  



123 456 789

101 102 103 0

0 0 0

 

解：

求下列三階行列式的值

(1)                        。(2) 。

45 35 5

5 28 0

16 0 4

123 456 789 123 456 789

101 102 103 101 102 103

5 7 9 5 7 9



  



課本頁次：71

7. (降階)三階行列式可依某一行(列)降階展開成
二階行列式，由三階行列式的展開式，可得

2 3

2 3 2 3 2 3 3 2 3 2 2 3 3 2

2

1

1 1 1 1 1 1

3

1

1

a

b a c

a a

b b b c a b a c b c a c a b

c c

b a b c

c

     

     2 3 3 2 2 3 31 212 2 3 31b c b c aa b c a c a b a bc     

2 3 2 3 2 3

2

1 1 1

3 2 3 2 3

b b a a a a

c c c c b
a b c

b
     

上式是依第一行降階展開成二階行列式
利用相同的方法，也可以依其他行或列降階展開
其結果整理如下
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1 3

2 3 2 3 2 3

2 1 1

2 3 2 3 2 3

1

1 3 1

2 3

2a

b b b

a a
b b a a a a

b a c
c c c c b

c
b

c c

     (依第一行降階展開)

1 3 1 3

2

1 3

2

1 3 1 3 1 3

2

b b a a a a
b

c c c b
c

c
a

b
      (依第二行降階展開)

1 2 1 2 1 2

3 3

1 2 1 2 1 2

3

b b a a a a
a

c
b c

c c c b b
     (依第三行降階展開)

2 3 1 3 1 2

1 3

2 3 1 3 1 2

2

b b b b b b
a

c
a a

c c c c c
     (依第一列降階展開)

2 3 1 3

1

1 2

2

2 3 1 3 1 2

3

a a a a a a
b

c c c c
b

c
b

c
      (依第二列降階展開)

2 3 1 3 1 2

1 3

2 3 1 3 1 2

2

a a a a a a
c c

b b b b b
c

b
    

(依第三列降階展開)



課本頁次：71

以上各種降階公式都是依某一行(列)的三個數作展開，
這三個數在展開後的「+ 」、「」號，符合圖(1)的規律
而與它們相乘的二階行列式之取法，就是把該數所在的
行與列劃去，再將剩下的4個數按原來的位置關係組成的
二階行列式。

當某一行(列)的二個數為0時，常使用降階展開求行列式
的值

例如，圖(2)為 所要乘的二階行列式之取法
1a



課本頁次：72

解：

4. 求下列三階行列式的值

(1)                           。 (2) 。

3 123 361

0 2 5

0 3 4

3 43 31

1 11 23

5 53 116

 

 



課本頁次：73

解：

(1) 已知 ，求實數 k 的值

1 2 3
1 2

0 0 4
7 6

7 6 5

k 

(1) 依第二列降階展開，得

1 2 3
2 3 1 3 1 2

0 0 4 0 +0 4
6 5 7 5 7 6

7 6 5

     

1 2
4 4

7 6
k     
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(2) 求三階行列式 的值

1 1 2

47 48 92

333 334 668

當某一行(列)的三個數皆相同時，可以使用性質5將該行(列)

的二個數化為0，再降階展開，舉例如下

1 1 2 1 0 0

47 48 92 47 1 2

333 334 668 333 1 2

 

(2) 將第一行分別乘以(1 )及(2)加入第二行及第三行得

1 2
1 4

1 2


  

(依第一列降階展開)
×(−1)

×(−2)

解：



課本頁次：73

解：

5. 已知實數x滿足 ，求x的值

3

3

3

1

1 2 2 0

1 3 3

x x





課本頁次：74

解：

已知實數x滿足 ，求 x 的值
2

1 1 1

5 3 0

25 9

x

x

 

因為

2 2 2 2

1 1 1 1 0 0

5 3 5 3

25 9 25 9

x x x x

x x x x

    

 

2 2

5 3

25 9

x x

x x

  


 

(依第一列降階展開)

×(−1)

×(−1)
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1 1
(5 )(3 )

5 3
x x

x x
   

 

(提出公因式)

(5 )(3 ) 8=0x x  

解得 5 3x  或

解：

已知實數x滿足 ，求 x 的值
2

1 1 1

5 3 0

25 9

x

x

 

(5 )(3 ) 8x x   

所以方程式可改寫為



課本頁次：74

所以三個向量決定的平行六面體之體積也可用
三階行列式表示如下

三階行列式的幾何意義

1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a

b b b

c c c

在空間中，由不共平面的三個向量
1 2 3( , , )a a a a

1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )b b b b c c c c  所決定的平行六面體之體積為

練習使用三階行列式求平行六面體的體積



課本頁次：75

解：

6. 求向量

所決定的平行六面體之體積

( 1,2,3), (2, 1, 2), (3, 2,1)a b c      



課本頁次：75

解：

已知向量

所決定的平行六面體之體積為 5，求實數 k 的值

利用三階行列式的幾何意義，得

2 1 1

2 1 5

1 1 3

k



 



6 1 2 2 6 5k k     展開得 5 5 5k  

解得 k = 2 或 0

(2,1, 1), (2, , 1), ( 1,1,3)a b k c     



課本頁次：76

解：

7. 已知向量

所決定的平行六面體之體積為 4，求向量

所決定的平行六面體之體積

1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ), ( , , )a a a a b b b b c c c c  

2 , 2 ,a b b c c 



課本頁次：76



課本頁次：77

解：

圖是一個體積為24的平行六面體。已知
1

2
OD OA

，求向量 所決定的
2 3

,
3 4

OE OB OF OC 

平行六面體之體積

設

因為

1, 2 3 1, 2 3 1, 2 3( , ), ( , ), ( , )OA a a a OB b b b OC c c c  

, ,OD OE OF

1 2 3
, ,

2 3 4
OD OA OE OB OF OC  
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所以利用三階行列式的幾何意義，得所求體積為

1 2 3

1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 1 1

2 2 2

2 2 2 1 2 3 1
| | | | 24 6

3 3 3 2 3 4 4

3 3 3

4 4 4

a a a

a a a

b b b b b b

c c c

c c c

      

解：

圖是一個體積為24的平行六面體。已知
1

2
OD OA

，求向量 所決定的
2 3

,
3 4

OE OB OF OC 

平行六面體之體積

, ,OD OE OF



課本頁次：77

三個向量共平面的條件

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

a a a

b b b

c c c



  0a b c  共平面，則 ，即

應用此條件可以判斷空間中四點是否落在同一平面上

在空間中，若三個向量
1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ), ( , , )a a a a b b b b c c c c  

反之亦成立



課本頁次：78

解：

8. 在空間中，已知四點O(0, 0, 0) , A(1, 1, 1) , B(2, 3, 1)

C(1,4,a) 落在同一平面上，求實數 a 的值
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解：

在空間中，已知四點A(1, 1, 1) , B(2, 1, 0) , C(1, 2, 1)

D(a,a,3)落在同一平面上，求實數 a 的值

因為A,B,C,D四點落在同一平面上，所以三個向量

1 0 1

0 1 0 2 0 0 ( 1) 0 0 0

1 1 2

a

a a



       

 

再由三個向量共平面的條件，得

整理得 1 0a   解得 1a  

共平面

(1,0, 1), (0,1,0), ( 1, 1,2)AB AC AD a a     



9. 某人設計一平行六面體造型的建築物來遮蔽
電箱，如圖所示。現在將施工區設定成一
個坐標空間，其中O,A,B,C四頂點的坐標
如下：O(0, 0, 0), A(1, 2, 2), B(2, 2, 8),

C(5, 0, 0)。求
(1) 此建築物的體積為多少立方單位
(2) 四片圍籬的面積共多少平方單位(四捨五入到整數位)

課本頁次：79

解：



課本頁次：79



單元 4 結束




