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6 對數與對數律

在指數的運算中，

本單元中將定義一個與指數相對應的概念—「對數」，

那麼2的幾次方會等於3呢？

並討論對數的各種運算性質。

我們知道 ， ，
12 2 22 4



甲﹑對數

若是，又該如何表示呢？

解指數方程式 時，利用 ，可以得到答案 。22 42 4x  2x 

但是對於方程式 ，是不是有實數解呢？2 3x 

前一單元提到，指數函數 的圖2xy 

形與水平線 的圖形有唯一交點，4y 

如圖所示，方程式 的解就是此2 4x 

交點的 x 坐標2。

而指數函數 的圖形與水平線2xy 

的圖形也有唯一交點，因此可知：

方程式 也有唯一解，此實數解2 3x 

就是 與 圖形交點的 x 坐標，2xy  3y 

我們將這個 x 用符號 來表示。2log 3
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對數的定義

一般而言，當 ， 時，指數函數 的圖形0a  1a  xy a

與 x 軸上方的水平線 （即 ）都有唯一交點，y b 0b 

也就是說，方程式 有唯一實數解；ax b

我們將此實數解 x 以符號 來表示。loga b

設 ， ，且 時，0a 1a 0b 

方程式 有唯一實數解 。logax bxa b

loga b稱為「以 為底數時 的對數」，a b

其中 稱為底數， 稱為真數。a b
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1. 求下列各對數的值：

(1)                (2)                (3)                 (4)
2log 8 3

1
log

9
4log 1

5log 5 5
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求下列各對數的值：

(1)              (2)                (3)                (4)
2log 16 5

1
log

5 6log 6 7log 49 7

解：
(1) 因為 ，所以

416 2 2log 16 4

(2) 因為 ，所以
11

5
5


5

1
log 1

5
 

(3) 因為 ，所以
16 6

6log 6 1

(4) 因為 ，所以

5

249 7 7 7

5
log 49 7

2

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2. 已知 ，求 及 的值。2log 3x  4x
2 x
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2. 已知 ，求 及 的值。3log 5x  3x 23 x

解： 因為 ，所以 。3log 5x  3 5x 

且  
2

2 23 3 5 25x x  
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根據定義，因為 是方程式 的解，所以loga b
xa b

loga b
a b

例如：
3log 5 log 73 5  ,   10 7 

因此，任何指數函數皆可改寫成以10為底數的指數函數，

例如：

   log 7log 77 10 10
x xxy   
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前一個單元介紹過常數 e =2.71828⋯，當對數以 e 為底數

例如：

（即 ）時，稱它為自然對數，常記作 。loge b ln b

自然對數 與常用對數 是不同底數的兩種對數，ln b logb

其值也會有差異

常用對數

10log3 log 3 0.4771 

自然對數

ln 3 log 3 1.099e 
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乙﹑常用對數的對數律與換底公式

約翰・納皮爾（John Napier,1550∼1617）

對數的發明者，
使得科學界許多繁複的計算可以簡化。

納皮爾曾說過：「我終於發現某些優秀又簡短的規
則，可以讓運算更有效益，並把困難繁瑣的乘除運
算簡化成加減運算。」
納皮爾所說的規則，就是接下來要介紹的對數律。
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常用對數的對數律

設 ， 皆為正數，則r s

(1) log log logrs r s 

(2) log log log
r

r s
s
 

(3) ( 是實數)log logtr t r t
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3. 求下列各式的值：

(2) 。
1 125

log log log 56
6 42
 

(1) 。log 4 log 25
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求下列各式的值：

(1) 。log 2 log 0.2 log 5 log 0.5  

(2) 。log 2 log 20

解：

(2)  
1

log 2 log 20 log 2 20 log 1
10

     

(1) log 2 log 0.2 log 5 log 0.5  

log(2 0.2 5 0.5)   

log1

0
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4. 求 的值。3log 2 log 5 2log 20 
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求 的值。
5 27 3

2log log log
3 35 14
 

解： 5 27 3
2log log log

3 35 14
 

2
5 27 3

log log log
3 35 14

 
   

 

25 27 14
log

9 35 3

  
  

  

log10

1
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換底公式

設 均為正整數，且 ，則,a b 1a 

log
log

log
a

b
b

a


一般而言，其他底數的對數都可換成常用對數後再來求值
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5. 求下列各式的值：

(2) 。
8log 2(1) 。

4 5log 5 log 4
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求下列各式的值：

(2)
25

1
log

5
(1)

3 5 7log 5 log 7 log 9 

解：

(1) 3 5 7

log 5 log 7 log 9
log 5 log 7 log 9

log 3 log 5 log 7
    

log 9

log 3


(2)
25

1
log

1 5log
5 log 25
 1

2




1

2

log 5

log 5




 1 log 5

2 log 5

 




2 log 3

log 3


 2
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6. 求下列各式的值：

(2)    2 3 9log 3 log 4 log 2 (1)
2 3

1 1

log 6 log 6

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求下列各式的值：

(2)   2 5 25log 5 log 8 log 16 (1)
2 4log 24 log 9

解：
(1)

2 4

log 24 log 9
log 24 log 9

log 2 log 4
  

log8
3

log 2
 

log 24 2 log 3

log 2 2 log 2


 



log 24 log 3

log 2



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解：

(2)    2 5 25

log 5 log8 log16
log 5 log 8 log 16

log 2 log 5 log 25

   
       

   

5

log 5 3 log 2 4 log 2

log 2 log 5 2 log 5

    
     

   

log 5 5 log 2

log 2 log 5

   
    
   

求下列各式的值：
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(2)   2 5 25log 5 log 8 log 16 (1)
2 4log 24 log 9



7. 解方程式 。（四捨五入到小數點以下第4位）2 3x 

解：

根據對數的定義，方程式 的解為 。2 3x  2log 3

利用換底公式可得 ，2

log 3
log 3

log 2


使用計算機依序按下

可得 。
2

log 3
log 3 1.5850

log 2
 
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7. 解方程式 。（四捨五入到小數點以下第4位）3 7x 

解：

根據對數的定義，方程式 的解為 。3 7x  3log 7

利用換底公式可得 ，3

log 7
log 7

log 3


可得 。
3

log 7
log 7 1.7712

log 3
 

使用計算機依序按下 7 3
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8. 海嘯是一種有強大破壞力的海浪，其強度規模的等

級 與該海嘯的平均海浪高度 （公尺）有著以下I H

的關係式： 2

1
log

2
I H 

問：海嘯等級4的平均海浪高度為等級3的幾倍?
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承例題，已知當海嘯等級2時，人會被海浪沖走，求
此時的平均海浪高度（公尺）。
（四捨五入到小數點以下第二位）

關係式：
2

1
log

2
I H 解：

由題意可知 2

1
2 log

2
H 

解得

3

22 2 2 2.83H   

移項可得 2

3
log

2
H

故海嘯等級 2 時，平均海浪高度為 2.83 公尺。
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丙﹑常用對數與科學記號

第一冊曾使用科學記號來判斷一個很大的數是幾位數，

例如：
55.12 10 是6位數

接著，我們進一步來探討任意正數的乘冪，先看一個大

於 1 的例子：利用計算機的 鍵可得

50 152 1.1 10 

由上式可知 是最高位數字為 1 的16位數。
502
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此外，將一個介於 0 到 1 之間的數字表為科學記號，亦
可知道它在小數點後第幾位開始出現不為 0 的數字，
例如： 30.00543 5.543 10 

從小數點後第 3 位開始出現不為 0 的數字，此數字為 5。

再來看一個例子：利用計算機的 鍵可得

100 530.3 5.2 10 

由上式可知將 表示小數時，1000.3

從小數點後第53位開始出現不為 0 的數字，此數字為 5。
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9. 回答以下各小題：
(2) 是幾位數？200 10003 7(1) 是幾位數？502

(3) 將 表示成小數時，從小數點後第幾位開始5000.5

出現不為0的數字？
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回答以下各小題：
(1) 是幾位數？最高位數字為何？40 1004 3

(2) 將 表示成小數時，從小數點後第幾位開始1000.4

出現不為0的數字？此不為0的數字為何？
解：

(1) 因為    
40 100

40 100 log 4 log 34 3 10 10  

40 log 4 100 log 310 

所以 是最高位數字為 6 的 72 位數。
40 1004 3

71.7910
0.79 7110 10 

716.1 10 
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回答以下各小題：
(1) 是幾位數？最高位數字為何？40 1004 3

(2) 將 表示成小數時，從小數點後第幾位開始1000.4

出現不為0的數字？此不為0的數字為何？
解：

(2) 因為  
100

100 log 0.4 100(log 2 log 5)0.4 10 10  

401.6 10 

39.7910

0.21 4010 10 

由上式可知將 表示小數時，1000.4

從小數點後第40位開始出現不為 0 的數字，此數字為 1。
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日本發行了一本書《2017年最大質數》，

仿照例題9的方法可求得其位數為23249425，

772329172 1全書僅印了一個質數 。

如果一頁印約32350個數字的話，

就能在書本印製前估計其頁數為719頁。

相較於碳14的半衰期約為5700年，碳15的半衰期短得許

多，僅有約2.4秒。

至約為原來數量的 倍，而20分鐘後，它的數量會

25
1

2

 
 
 

衰變至約為原來數量的 倍，

25 20

5001
0.5

2



 
 

 

也就是例題9中第(3)小題的這個數。

那麼，1分鐘後，碳15的數量會衰變
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單元 6對數與對數律 本單元結束




