
普高數學3A

單元 5 指數函數
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5 指數函數
實驗室中常進行細菌培養與研究，其中一個原因是因
為其繁殖速度極快，在短時間內細菌的數量會以指數
方式成長。

若某細菌每1小時會分裂1次，
其數量會變為原來的2倍；
經過2小時後，
其數量會變為原來的4倍…，
以此類推，可得「時間（小時）」
與其數量「倍數」的關係圖如圖所示。

本單元將探討形如圖這樣的函數關係及其圖形，
並介紹它在生活上的應用。



指數函數的定義

設 ， ，且 x 是任意實數，函數0a 1a

  xy f x a 

稱為以 a 為底數的指數函數。

1a   1 1xf x  

為常數函數，其圖形為一條水平直線。

當 時，

1a上面的定義中，特別要求 ，原因是：
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甲﹑指數函數及其圖形



1. 描繪指數函數 的圖形。
xy 2
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課本頁次：75



觀察 的圖形發現：xy 2

其圖形通過點 ， 0,1

且愈往右邊上升愈快，

愈往左邊愈貼近 x 軸。

恆在 x 軸上方，
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解：

x 2 1 0 1 2

3xy 
1

9

1

3
1 3 9

●

●

●

●

●

將表列所對應的點逐一畫在

坐標平面上（如右圖中的紅點）

描繪指數函數 的圖形。3xy 

先列出一些滿足 的點 ( , )x y3xy 

並用平滑曲線把這些點連接起來

就可得到函數 的圖形。3xy 
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2xy 

●

●

●

●●

都通過點 ， 0,1

且愈往右邊上升愈快，

愈往左邊愈貼近 x 軸。

恆在 x 軸上方，

一般而言

指數函數 的圖形
xay 

同樣具有類似例題1中

事實上， 的圖形3xy 

的圖形之特徵。2xy 
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當底數 時，1a



●
●

●

●

●

●

●

●

●

2. 描繪指數函數 的圖形。
1

2

x

y
 

  
 
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解：

x 2 1 0 1 2

1

3

x

y
 

  
 

9 3 1
1

3

1

9

●

●

●

●

●

將表列所對應的點逐一畫在

坐標平面上（如右圖中的綠點）

描繪指數函數 的圖形。
1

3

x

y
 

  
 

先列出一些滿足 的點 ( , )x y
1

3

x

y
 

  
 

並用平滑曲線把這些點連接起來

就可得到函數 的圖形
1

3

x

y
 

  
 
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放在同一坐標平面上，

觀察發現兩圖形對稱於 y 軸

如圖所示；

一般而言，

再將 2xy 

的圖形對稱於 y 軸

指數函數 和
1

x

y
a

 
  
 

xy a

1

2

x

y
 

  
 

和 的圖形
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指數函數的圖形

設 ， ，指數函數 的圖形如下：0a 1a xy a

(2) 圖形都在 x軸上方。

指數函數 的圖形有以下的特徵：xy a

(1) 因為 ，所以圖形會過點 。0 1a  (0,1)
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指數函數的圖形

設 ， ，指數函數 的圖形如下：0a 1a xy a

指數函數 的圖形有以下的特徵：xy a

並稱這樣的函數為嚴格遞增函數。

(3) ① 當 時，圖形由左往右逐漸上升，1a 

即 愈大， 愈大（也就是說，若 ，則 ）x y   a a 
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指數函數的圖形

設 ， ，指數函數 的圖形如下：0a 1a xy a

指數函數 的圖形有以下的特徵：xy a

並稱這樣的函數為嚴格遞減函數。

(3) ② 當 時，圖形由左往右逐漸下降，0 1a 

即 愈大， 愈小（也就是說，若 ，則 ）x y   a a 
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指數函數的圖形

設 ， ，指數函數 的圖形如下：0a 1a xy a

指數函數 的圖形有以下的特徵：xy a

(4) 函數 和 的圖形對稱於 軸。
xy a

1
x

y
a

 
  
 

y

(5) 圖形上任相異兩點所連成的線段都在函數圖形的

上方，稱函數圖形的凹口向上，如圖所示。
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指數函數的圖形

設 ， ，指數函數 的圖形如下：0a 1a xy a

由圖觀察發現：

且值域為所有正實數。

指數函數 的定義域為全體實數 ，xy a
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已知函數 的圖形與 的圖形對稱於 軸，( )f x
1

( )
5

x

g x
 

  
 

y

求 。( )f x

因為函數 和 的圖形對稱於 軸。
xy a

1
x

y
a

 
  
 

y

解：

所以 。( ) 5xf x 

課本頁次：79



的圖形如右所示

選出所有正確的選項

3. 指數函數 ， ，
xy a xy b xy c

(1)     (2)     (3)     (4)         1a  1b  1c  b a
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選出所有正確的選項

指數函數 ， ， 的圖形如圖所示
xy a xy b xy c

(1)     (2)     (3)     (4)         1a  1OP  1ac  c b

解：由圖形可知：

(1) 因為 為嚴格遞增函數
xy a

(2) 因為 點坐標為P (0,1)

(3) 因為 與 對稱於 軸
xy a xy c y

所以 1a 

所以 1OP 

所以
1

c
a

 1ac 

其中 與 的圖形對稱於 軸
xy a xy c y
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選出所有正確的選項。

指數函數 ， ， 的圖形如圖所示，
xy a xy b xy c

(1)     (2)     (3)     (4)         。1a  1OP  1ac  c b

解：

其中 與 的圖形對稱於 軸。
xy a xy c y

如圖所示

(4) 作直線 1x 

分別與 和xy a xy c

因為 點在 點的上方C B

故選(1)(2)(3)(4)。

交於 兩點   1, , 1,B b C c

所以 c b

C

B
1x 
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乙﹑指數函數的應用

引言提到細菌的數量會以指數的方式成長，
常見的研究對象為大腸桿菌，
它每過30分鐘，其數量會變為原來的2倍；
經過60分鐘後（2個30分鐘），其數量會變為原來的4倍。

變為原來的1024倍，那麼是經過了多少分鐘呢？

一般而言，經過 x 分鐘後（ 個30分鐘），其數量會
30

x

變為原來的 倍302

x

也就是說，指數方程式 的解為何呢？302 1024

x



假設經過一段時間後，發現細菌數量
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解指數方程式的過程，經常會用到第一冊學過的指數律：

設 為正實數， 是任意實數，則,a b ,r s

(1) (2) (3)r s r sa a a    
s

r r sa a   
rr ra b a b  

再者，因為指數函數為

其圖形與 x 軸上方的水平線

若 ，則a a   

嚴格遞增函數或嚴格遞減函數

僅有唯一的交點，也就是說
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4. 解下列各方程式：

(1)                (2) (3)3 3 3x   
3 1

3 27 3
x

 19 3 18 0x x  
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4. 解下列各方程式：

(1)                (2) (3)3 3 3x   
3 1

3 27 3
x

 19 3 18 0x x  
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解下列各方程式：

(1)                   (2) (3)302 1024

x


23 52 4 2x x  14 9 2 2 0x x    

解： (1) 將方程式化為 10302 1024 2

x

 

解得 。300x 可得 ，10
30

x


(2) 將方程式化為
23 2 5 5 22 2 2 2x x x  

分解得 。  3 1 2 0x x  

可得 ，23 5 2x x 

解得 或 。
1

3
x


 2x 

課本頁次：83



解下列各方程式：

(1)                   (2) (3)302 1024

x


23 52 4 2x x  14 9 2 2 0x x    

解：

所以方程式可化為 24 9 2 0t t  

   
2

1 2 1 24 2 4 4 2 4
x

x x t     9 2 9x t 且

(3) 設 。因為2xt 

即 ，解得 或 。  4 1 2 0t t  
1

4
t  2t 

②若 ，即 ，解得 。2t  1x 
12 2 2x  

①若 ，即 ，解得 。
1

4
t  2x  21

2 2
4

x  

得 或 。2x   1x 
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5. 觀察 的圖形，比較 ， ，0.3xy  0.3a   
0.5

0.09b 

三數的大小關係。

3

210

3
c



 
  
 
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觀察 的圖形，比較 ， ，2xy  2a  3 4b 

解： 將以上三數都化成以2為底數的指數：

 
1

22 2a  

    
1

2
23 3

34 2 2b   

    
1

3
3 44 48 2 0.5c   

（即 x 愈大，y 愈大），

所以 。c b a 

因為 是嚴格遞增函數2xy 

三數的大小關係。4 8c 
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6. 解下列各不等式：

   
2

0.7 0.49
x x
(1) (2) 14 2 8 0x x  
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(1) (2)2 1 1
3

3

x 
1 22 9 2 4 0x x    

解：

(1)因為 ，所以不等式可化為 ， 
11

3
3


  

12 13 3x  

又因為 ，可知以3為底的指數函數3 1

為嚴格遞增函數，所以 ，2 1 1x   

解得 。1x  

解下列各不等式：
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(1) (2)2 1 1
3

3

x 
1 22 9 2 4 0x x    

解：

解下列各不等式：

所以方程式可化為 22 9 4 0t t  

 
2

1 2 1 22 2 2 2x x t    9 2 9x t 且

(2) 設 。因為2 xt 

即 ，解得 。  2 1 4 0t t  
1

4
2

t 

即 ，解得1 22 2 2x   1 2x   

即 。2 1x  
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半衰期是指放射性物質衰變至原來數量的一半所需的時間

1

2
表示該元素經過8天後，其數量會變為原來的

例如：碘131的半衰期為8天

1

4
經過16天後（2個8天），其數量會變為原來的

一般而言，經過 x 天後（ 個8天），
8

x

其數量會變為原來的 。
81

2

x

 
 
 

來看一個按比例衰退的應用情形。
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圖為國立臺灣博物館的左鎮人骨，
曾被誤測距今有兩、三萬年之久，
後來透過碳14的鑑定後，
才推翻了這個說法。

碳14定年法是考古學上常用的技術：
生物還活著時，因為呼吸作用，
所以體內的碳14數量大致不變；

當生物死去後，體內的碳14就會放射衰變減少。

考古學家們可利用這個衰變特性來推斷生物的死亡時間。
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7. 已知碳14的半衰期約為5700年，且該骨頭原來

碳14的數量變為下列哪一個選項？

碳14的數量為 ，問：該人類死亡 年後，m x

(1) (2) (3) (4)
57001

2

m

x
 
 
 

5700

1

2

x

m
 
 
 

57001

2

x

m
 
 
 

5700

1

2

m

x
 
 
 
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藥物在人體血液中的剩餘量會隨著

中的藥物濃度為指數函數

時間遞減，且經過 小時後，血液x
( ) xf x ma

其中 是常數。已知右圖是,m a

的部分圖形，求 的值。( )y f x ,m a

解： 因為函數圖形通過點 ，(2, 200), (4,100)

所以代入函數得 與 。
2200 m a 

4100 m a 

將兩式相除，得 ，解得 ，
2 1100 1

2
200 2

a   
1

22a




再代回 ，2200 m a 

得 ，解得 。

2
1

12200 2 2m m



 

    
 

400m 
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再來看一個按比例成長的應用情形。
同學過年領到的壓歲錢常被存入銀行，而銀行常提供的
利息計算方式有單利與複利兩種，這兩種的不同在於：

單利是將所獲得的利息與本金分開，
每期所領取的利息固定，如銀行的「存本取息」制；

複利則是把每期所獲得的利息加上本金，
一起當作下一期的本金，如「整存整付」制。
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來看一個按比例成長的應用情形。
同學過年領到的壓歲錢常被存入銀行，而銀行常提供的
利息計算方式有單利與複利兩種，這兩種的不同在於：

例如：某定存年利率為10％，已知本金為10萬元，以一年
為一期，不同期數的本利和如下表（單位：萬元）。
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來看一個按比例成長的應用情形。
同學過年領到的壓歲錢常被存入銀行，而銀行常提供的
利息計算方式有單利與複利兩種，這兩種的不同在於：

以單利計算時，本利和隨著時間以線
性成長；而以複利計算時，本利和隨
著時間以指數成長，如圖所示。

愛因斯坦曾說：「複利的威力勝過原
子彈！」不少信用卡的循環利率都是
複利計算。指數成長的複利，其威力
不容小覷。
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來看一個按比例成長的應用情形。
同學過年領到的壓歲錢常被存入銀行，而銀行常提供的
利息計算方式有單利與複利兩種，這兩種的不同在於：

單利與複利的本利和計算方法如下表：

一般而言，設本金為 元，每期的利率為 ，P  %r

 1  %  P r n  1  %
n

P r
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8. 某銀行推出青年創業優惠貸款方案如下：
貸款100萬元、年利率為3％、每年計息一次，
十年後期滿一次還清本利和。
(1) 以單利計息，期滿還款時須還多少錢？
(2) 以複利計息，期滿還款時須還多少錢？

（四捨五入到整數位）
解：
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六年後單利的本利和為：

某銀行推出六年儲蓄專案如下：
一次存100萬元、年利率為2.5％、每年計息一次，
六年後期滿一次領回本利和時，複利計息比單利計
息多領多少錢？(四捨五入到整數位）

解：

六年後複利的本利和為：

（萬元）。   100 1 2.5% 6 100 1 0.15 115    

（萬元）。   
6 6

100 1 2.5% 100 1.025 

利用計算機得 （萬元） （元） 
6

100 1.025 1159693

六年期滿領回本利和時：
複利計息比單利計息多領9693(元)

課本頁次：87



之前提到，複利的本利和會隨著時間以指數成長，
那麼如果是在一年內的計息次數愈多，
本利和會不會無上限的愈來愈大呢？

我們以本金1萬元、年利率100%的情形下，

以一年複利一次（此時利率為100%=1）、

每半年複利一次（此時利率為100%÷2=0.5）、

每季複利一次（此時利率為100%÷4=0.25）…，

一年後得到的本利和列出如下表（單位：萬元）。
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之前提到，複利的本利和會隨著時間以指數成長，
那麼如果是在一年內的計息次數愈多，
本利和會不會無上限的愈來愈大呢？

課本頁次：88



由上表可看到，計息次數愈多，本利和
愈大，而且會大約趨近2.718⋯

事實上，當一年內計息次數愈來愈多次
時，本利和並不會無上限的愈來愈大，
而會趨近一個固定的常數，我們將這個
常數記做 。e

利用計算機依序按下

2.718281828e 就可得到

課本頁次：88

之前提到，複利的本利和會隨著時間以指數成長，
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由計算機的畫面，看起來 e似乎是循環
小數，事實上，利用更複雜的方式可以
得知 e =2.718281828459045⋯，並可
證明它是一個無理數。

歐拉是第一位使用 e來表示這個常數的
數學家，所以常數 e又稱為「歐拉數」

有無限多個數字且不循環的無理數。

它就像圓周率 一樣，是一個小數點後
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單元 5指數函數 本單元結束




